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Encontro 15: Sistemas
Lineares
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Objetivos

Definicao
Introducao

Solucao do sistema
Método de Gauss




Formas de Resolver Sistemas Lineares

Métodos Diretos: Métodos Iterativos:
Solugao em numero finito de passos: Aproximacgdes sucessivas:
® Regra de Cramer ® Método de Gauss-Jacobi
® Eliminagdo de Gauss ® Método de Gauss-Seidel
® Fliminagdo com pivotamento ® Método SOR
[

Gradiente Conjugado (casos
especificos)

® Decomposigéo LU

® |nversdo de matriz
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Engenharia Civil: Reagoes em Apoios de Viga

® Uma viga recebe uma carga total de
100 kN. 50 kN

® Aviga esta apoiada em trés pontos:
Ry, Ry e Rs.

® Deseja-se encontrar as reagdes nos o o
apoios. Ry Rs

® Sistema:

Ri + Ro+ Rz =100
2R + 4Ry + 6R3 = 400
Ry = R3
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Engenharia Ambiental: Mistura de Fontes de
Agua

Objetivo: formar uma mistura com 1000 L Sistema:
de agua.

z+y+ 2z = 1000
10z + 30y + 50z = 25000

r =2z

Trés fontes disponiveis:

o Fonte A: 10 mg/L de poluente
o Fonte B: 30 mg/L
o Fonte C: 50 mg/L

® A mistura final deve ter 25mg/L.

Restricdo técnica: usar mesma
quantidade de Ae C. F

10 mg/L 30mg/L 50mg/L 5/49




Sistemas Lineares

Um sistema linear é um conjunto de equagdes lineares que devem ser
satisfeitas simultaneamente pelas mesmas incégnitas.

Equacao linear
Uma equagao linear nas incégnitas z1, xo, ..., 7, € uma equagao que pode ser
expressa na forma padrao

a1xr1 + a2xs + ... + apTy, = C
em que ay, as, ..., a, € chamado de coeficientes. O x1, x5, ..., x; SA0 as
incdégnitas e por fim, ¢ é chamado de termo independente.
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Sistemas Lineares

(CL11.’121 + a2 + -+ A1y = C1 Sistema linear com:
2121 + A22x2 + -+ - + AopTy = C2 ® m equaq:c")es
as31x1 + azoxo + -+ + aspxTy, = C3 ® n incognitas

Exemplos:

 dm121 + amax2 + - + AmpTn = Cny 3r+2y=-5
—r+3y=4
4 + 3y + bw + =z

5 + 3y + w — 2z
3r — By




Equacao Linear Homogénea

® Uma equagdo linear é dita homogénea quando seu termo independente é igual
a zero:
a1y + asxs + - +apr, =0

® Se o termo independente ¢ # 0, a equacao € nao homogénea.

® Um sistema linear é homogéneo quando todas as equagodes que o compdem
sdo homogéneas.

Exemplos:
® y+2y—4z=7 — naohomogénea
® 1 —52=15 — naohomogénea
® +2u+3v=0 — homogénea

Obs.: Somente a ultima equagdo acima é homogénea. Para que um sistema seja

homogéneo, todas devem ter zero no lado direito. 8/49




Sistemas Lineares

Solugao do sistema

(1'171‘2,1’3, e a‘/L‘n)

Exemplo:

r+y=3
r—y=1

Sistema linear homogéneo:

Exemplo:
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Sistemas Lineares

Exemplo: Vamos validar com:
r — y — z =0
xr — 2y — 2z =0 (0,0,0)
2 + y + 2z =0 (0,1,—1)

(1,1,1)
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Classificagao dos Sistemas Lineares

Um sistema linear pode ser classificado em trés tipos:
® Possivel e Determinado: possui uma unica solugao.
¢ Possivel e Indeterminado: possui infinitas solugoes.
® |Impossivel: ndo possui solucao.

Dica visual: para sistemas com duas equagdes e duas incégnitas, pense nas
retas:

® Uma intersecao — solugao Unica;
® Retas coincidentes — infinitas solugdes;
® Retas paralelas — nenhuma solugao.
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Sistema Impossivel (sem solucao)

rT+y=2
rt+y=>5

Exemplo:

Ao subtrair as equacgoes:

(z+y) —(x+y)=2-5=0=-3

Conclusao

Sistema impossivel, pois ha contradigdo. As retas sao paralelas.
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Sistema Possivel e Indeterminado (infinitas
solucoes)

Exemplo:
r+y=3
204+ 2y =6
A segunda equagéo é multiplo da primeira:
20@4+y)=2-3=6
Conclusao

Sistema possivel e indeterminado, pois as equacdes sao equivalentes. Ambas
representam a mesma reta.
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Método de Cramer — Conceito e Etapas

Aplicagao: sistemas lineares com o mesmo nimero de equagdes e incdgnitas (sistemas quadrados),
com det(A) # 0.

Objetivo: resolver o sistema AZ = b
Passos do método:

1. Calcular o determinante da matriz dos coeficientes det(A)

2. Para cada incognita z;, substituir a coluna i de A pelo vetor dos termos independentes b, formando
amatriz A;

3. Calcular det(A;)
4. Obter cada incognita pela férmula:

o det(Al)
T det(A)
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Determinante de matriz 2 x 2 = Visual com
Diagonais

Matriz:
-
c a b
Férmula: ><
det(A) = ad — be ¢ d
Interpretagao:

® Diagonal principal (@ — d): a - d
® Diagonal secundaria(b —c):b-c

‘det(A):a-d—b'C‘ 15/49




Método de Cramer — Representagao para 2
incognitas
Sistema genérico:

a11z + a2y = by
a21® + az2y = b

Férmulas para a solugao:

b1 a2 a1 b
bz a2 o a1 b2
, -
ail a2 ail a2
az1 a2 az1 a2

Observacgao
0 método é eficiente apenas para sistemas pequenos. Em sistemas maiores, métodos como eliminagéo de

Gauss sdo mais indicados.
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Exemplo — Resolugao com Regra de Cramer

Sistema:
2z + 3y =8
4r —y =10

Matriz dos coeficientes:
2 3
a-fi 2

Determinante de A:

det(A) = 2:(—1)—4.3 = —2-12 = —14

Matriz Aq:

8
10

K

Solugao:

Matriz Ay: 2 3
3N 7 (=1)
180] = det(Ay) = 2:10—4.8 = 20—32 = —12
4 -1
-38 19  —12 6
a7 YT T T det(A) = —2 — 12 = —14
19 6
T=—, y=_
7 7

Visualizagao: calculo de det(A)

3
—1

] = det(A;) = 8:(—1)—10-3 = —8—30 = —38




Método de Sarrus

Aplicagao: célculo do determinante de matrizes Exemplo:
3 x 3.
Passos do método: 12 3
. . A=10 -1 4
1. Escreva a matriz original. 2 1 0
2. Repita as duas primeiras colunas a direita.
3. Multiplique as diagonais descendentes e Etapas:
some os produtos. 1 2 311 2
4. Multiplique as diagonais ascendentes e 0 -1 4|0 -1
some os produtos. 2 1 0|2 1
5. Subtraia os dois resultados. Di .
iagonais:
Férmula:
1(-1)-0=0, 242=16, 3:0.1=0= Soma=1
det(A) = aei +bfg + cdh — ceg + bdi + afh Diagonais:

3(=1)2=-6, 1-41=4, 200=0= Soma=—

[det(A) — 16 — (—2) — 18| 18/49



Sistemas Lineares

Método da Eliminagao de Gauss

Processo

Consiste em transformar o sistema Az = b em um sistema equivalente com
matriz dos coeficientes triangular superior, por meio de transformagdes ele-
mentares nas linhas.

[Ac=b] = [Ae=))
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Por que usar Gauss?

Problema:
e Sistemas grandes sao dificeis de resolver
® Substituicado fica inviavel

Solugao:
® Eliminar variaveis passo a passo
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Sistemas Lineares

Método da Eliminagao de Gauss

Teorema
Seja Az = b um sistema linear, se:

1. Trocarmos duas equacgoes;
2. Multiplicarmos uma equagao por uma constante nao-nula;
3. Adicionarmos um multiplo de uma equagao a outra equagao.
0 método da eliminagao de Gauss engloba duas fases:
1. Fase de eliminagao;
2. Fase de substituicao.
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Sistemas Lineares

1. Fase de eliminagao
1. Transformacdes elementares na matriz aumentada [A|b]
2. Para uma matriz (n x n) este processo terd (n — 1) etapas

Procedimento
1. Montar a matriz aumenta [A|b]
2. Determinagao do pivo: axy
3. Definir os multiplicadores de linha

mip = —
Akl

4. Atualizacao das linhas




Exemplo Simples

r+y=3
r—y=1

Pergunta: Como resolver isso sistematicamente?
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Forma Matricial

Exemplo:

b G-
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Matriz Aumentada

1 113
1 —-1]1

Agora vamos trabalhar com linhas.
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Ideia do Método de Gauss

Transformar o sistema em um mais simples.
Objetivo:

Matriz triangular
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Gauss - Passo 1
A

L2<—L2—L1

1 113
0 —2| -2
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Gauss - Passo 2

2y=-2=y=1
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Gauss - Passo 3

r+y=3=>z=2

(l‘, y) = (2? 1)
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O que fizemos?

® Eliminamos variaveis
e Simplificamos o sistema
® Resolvemos de baixo para cima
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Escalonamento

Escalonar:
Transformar a matriz em forma triangular

Gauss:
Método que faz o escalonamento
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Importante

Durante o método podem aparecer:

0=3 = sem solucédo

0=0 = infinitas solu¢des
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Comparagao de Métodos

® Substituicdo — simples, mas limitado
® Cramer — funciona, mas pesado
® Gauss — usado na pratica
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Exercicio
Resolva:

20 4+y=5
r—y=1
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Sistemas Lineares

Exemplo

Z1
21‘1
3$1
-

Z2
Z2
Z2
QIEQ

+ 1+ +

A pO) =

+

D o

T3
T3

+

3934
T4
2154
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Sistemas Lineares

Passo 1: Quem é o pivo? Tudo abaixo do pivé devera ser zero.

Pivo
1 1 0 3 4
2 1 -1 1 1
3 -1 -1 2 -3
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Sistemas Lineares

Passo 2: Operar nas linhas

L2 (—LQ —2L1
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Sistemas Lineares

Passo 2: Operar nas linhas

Ls < Ly — 3L,
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Sistemas Lineares

Passo 2: Operar nas linhas

Ly« L,+ 1,
1 1 0 3 : 4
0 -1 -1 -5 : =7
0 -4 -1 -7 : —-15
0 3 3 2 : 8

Concluido para a primeira coluna. Repetir agora para a segunda coluna.
Trocar o pivo.
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Sistemas Lineares

Passo 2: Operar nas linhas

Ly <+ Ly —4L,
11 0 3
0 -1 -1 -5
0o 0 3 13
o 3 3 2
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Sistemas Lineares

Passo 2: Operar nas linhas

Ly Ly+ 3L,
1 1 0 3 4
0 -1 -1 -5 : -7
0O 0 3 13 : 13
0 0 0 -—-13 : -—-13

Concluido, valores abaixo da diagonal sao zeros.
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Sistemas Lineares

Passo 3: Reescrever o sistema e resolver

Sistema reescrito

r1 + X2 + Hen = 4
— T2 — I3 — 51’4 = =7

— 3r3 + 13x4 = 13

— 13z4 = -—13

Agora basta calcular os valores de x1, x2, 23 € 4.
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Sistemas Lineares

Fase da substitui¢ao
Substituindo uma equacgéo na outra...

Sistema reescrito
® Equagdo (4): —13z4 = 13 =24 =1
® Equagdo (3):3z3 +13 =13 =23 =0
® Equagdo (2): —wg — w3 — Hrg = —7 = 19 = 2
® Equacdo (1): 21 + a0+ 32y =4 = 21 = —1
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Lista de Exercicios — Sistemas Lineares

Exercicio 1:
20+ 3y =8
dr —y =10

Exercicio 2:

r—2y=1
3z +y="7

Exercicio 3:
3x1 + 2x0 +4x3 =1
1 + 22 + 223 = 2
4xy + 3x2 — 223 = 3
Exercicio 4:

1+ 22+ 223 + 24 =4
2x1 +3x2 +x3 + 224 =9
x1 —x2 +3x3 + x4 =2
3x1 + 2x2 + 2x3 + 44 = 13
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Exercicio 1 — Resolu¢gao com Regra de Cramer

1. Matriz dos coeficientes:
2 3 8
a=[i 4] o= 1)
2. Determinante de A:
det(A) = (2)(-1) — (4)38)=—-2—-12=—-14

3. Matriz A;:
(substitui 12 coluna por b)

8 3
A= {10 —1}

det(A;) = (8)(—1) — (10)(3) = —8 — 30 = —38

4. Matriz As:

(substitui 22 coluna por b)

o]

det(Az) = (2)(10) — (4)(8) = 20 — 32 = —12

5. Solucéo final:

—38 19

r=—=—
—14 7

19

2 8
4 10




Exercicio 2 — Resolu¢gao com Regra de Cramer

1. Matriz dos coeficientes: 4. Matriz As:
(substitui 22 coluna por b)

4= 3 o=f r-fi

2. Determinante de A:

det(A2) = (1)(7)—3)(1)=7-3=4
det(A) = (1)(1) —(3)(—2)=1+6=7 .
5. Solucéo final:

3. Matriz A;:

(substitui 12 coluna por b) x = E7 Y= 4
7 7
1 -2
A = [7 1 } 15 4
T = —, y=c
7 7

det(A;) = (1)(1) — (7)(—=2) = 1+ 14 = 15
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Exercicio 3 — Resolu¢ao com Eliminagao de
Gauss

1. Montar a matriz aumentada:

3 2 4 1 1 1 2 2
1 1 2 2] =trocaly <+ L= [3 2 4 1
4 3 =2 3 4 3 =2 3
2. Eliminacao de Gauss:
1 1 2 2
Lo < Ly —3Ly, L3+ L3—4L; = |0 -1 -2 -5
0 —-1 -—10 —5
1 1 2 2
L3+ L3 —Lx= |0 -1 =2 -5
0o 0 =8 0
3. Substituicao regressiva:
3 =0, —x9=-5=>x2=5H, 1 +5=2=21=-3

Solucéo final:

r1=—-3, x2=2>5, x3=0 47/49




Exercicio 4 — Resolugao com Eliminagao de
Gauss

2. Matriz aumentada inicial: 4. Eliminagao na 22 coluna: 6. Substituigao regressiva:
1 1 2 1 4 L3 < Lz +2L> Ty =2
2 3 1 2 9
1 —1 3 1 2
3 2 2 4|13 Ly« Ly+ L2 z3 =0
1 1 2 1 4 xg =1
3. Eliminagao na 12 coluna: o 1 -3 0|1
0o 0 -5 0 0 =1
0o 0 -7 1 2
Ly + Ly — 2L,
Solugao final:

5. Eliminagao na 32 coluna:
L3 + L3 — Ly

7 = = = -
Ly« Ly — 3L, L4<—L4+3L3 zq] 1, xo 1, x3 0, x4 2
11 2 1] 4
o 1 -3 0] 1 101 2 114
o -2 1 0] =2 0 1 -3 o1
o0 -1 -4 1] 1 00 -5 00
0o 0 0 1]2



Importante!

Este material é exclusivo de uso do autor. Proibido copiar ou replicar.
rogeriovargas@ufpr.br
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