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Ideia

Vamos partir de um problema pratico e, aos poucos, construir a matematica
necessaria.




Objetivos da aula

Ao final da aula, o aluno devera conseguir:
entender EDO como uma equacgao que descreve uma taxa de variagao;
reconhecer a forma y’ = f(t;y);
entender o papel da condicao inicial;
construir um modelo simples para uma caixa d'agua;
aplicar o método de Euler passo a passo;
interpretar o resultado numérico em um contexto de engenharia.
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Situacao

Uma caixa
recebe agua por
uma tubulagado
de entrada e
perde agua
por uma saida
inferior.

Pergunta
principal
Se a agua entra
e sai ao mesmo
tempo, como
prever o nivel da
caixa ao longo
do tempo?

~~~ Entrada:
==

,004 m3/s

Capacidade maxima:
8 m? = 8000 L




Nao queremos apenas o volume maximo
0 volume maximo informa a capacidade da caixa. Mas o problema dindmico
pergunta como o nivel muda ao longo do tempo.

Comentario
Essa é a diferenca entre um célculo estatico e um modelo dindmico.




dh i dh dh
Se g >0 Se =0 Se {§ <0

0 nivel sobe. O nivel fica constante. O nivel desce.




Definigao
Uma Equagao Diferencial Ordinaria é uma equacao que envolve uma fungao
desconhecida e suas derivadas em relagdo a uma Unica variavel independente.

No nosso exemplo
A funcao desconhecida sera h(t), o nivel da agua na caixa.




Na caixa d'agua
Se a caixa comeca vazia, a condigdo inicial é:

h(0) =0




Geometria
Area da base: A = 4m?2.

Altura maxima: Hmax = 2m.

Volume maximo:
Vimax = A Hmax-

Condicgao inicial
A caixa comega vazia: h(0) = 0.

Vazoes
Entrada: Qe = 0;004 m3=s.
Saida: Qs =k h.
Constante da saida: k = 0;0025.



Interpretagao
Estamos estudando uma caixa d’agua de 8 mil litros.



Ideia fisica simplificada
Quanto maior a altura da dgua, maior a pressao no fundo da caixa. Assim, a
vazao de saida aumenta quando o nivel h aumenta.

Comentario didatico
Nao precisamos aprofundar a hidraulica neste momento. O importante é notar
que a saida nao é constante: ela depende do nivel da dgua.




Ligacao com EDO

A derivada aparece porque queremos a taxa de variagdo do volume e do nivel
ao longo do tempo.




EDO do problema
Essa equacao descreve como a altura da dgua muda com o tempo.



Unidade importante

Como as vazdes estdo em m3=s, o tempo deve ser usado em segundos.




0:004 o;oozspﬁ

Representa a dgua chegando na Representa a agua
caixa. dependendo do nivel.

Leitura fisica
Se entrada > saida, o nivel sobe. Se entrada = saida, o nivel fica constante. Se
entrada < saida, o nivel desce.




Ideia
A altura de equilibrio ocorre quando o
nivel para de variar:

Resultado

Comentario

Antes da simulagédo, ja conseguimos
prever para qual altura o sistema
tenderia se nao houvesse limite
fisico.




Conclusao preliminar

A caixa tem altura maxima de 2m, mas o equilibrio natural seria 2;56 m.
Portanto, sem controle, a caixa tende a transbordar.




Interpretacao
0 equilibrio ocorre quando a curva da saida encontra a linha da entrada.




Método escolhido
Vamos usar o método de Euler, pois ele é o método mais simples para
introduzir EDOs numericamente.

Escolha do passo
Usaremos passo de 10 minutos. Como a EDO ésta em segundos:

t=10min =600 s



Interpretagao simples
Préximo valor = valor atual + passo  inclinacao atual.

No exemplo da caixa
A varidvel ndo serda y, mas sim h, o nivel da dgua.




Interpretacao

0 valor 0;004 representa a entrada de agua, 0;0025pﬁ representa a saidae 4 é
a area da base.




Atencao

Aqui t= 600 segundos, e ndo 10, pois as vazdes estdo em m3=s.



Primeiro passo pelo método de Euler

Dados iniciais:

to =0; hg = 0; t =600
Calculamos a derivada no ponto inicial:
0;004 0;0025p6

f(to; ho) = 2

;004
f(to; ho) = % = 0;001

Aplicando Euler:
h, =0+ 600 0;001

h; = 0;6000 m
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Segundo passo pelo método de Euler

Agora:
t; = 600 s; h; = 0;6000

A vazao de saida é:

Qs = 0;0025p0;6000 0;001936

A derivada fica:

0:004 0;001936
f(ty;h) = i 0:000516

Aplicando Euler:
h, = 0;6000 + 600 0;000516

h,  0;9095m
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Conclusao da tabela
A caixa ultrapassa 2 m entre 90 e 100 minutos.



_ —o— Euler, t=10min 8
--- Altura maxima 2 m

Leitura do grafico

A curva cruza a linha da altura maxima pouco depois de 90 minutos.



Estimativa por interpolacao linear

2 19584 o
t 90 + 10 m 95,5 min

Conclusao pratica
Nesse cenario, a caixa de 8000 L comeca a transbordar por volta de 1 hora e
36 minutos.




Codigo Python para reproduzir a simulagao

import math

A = 4.0

Qe = 0.004
k = 0.0025
Hmax = 2.0
dt = 600

h = 0.0

t = 0.0

for n in range (10):
Qs = k * math.sqrt(h)
dhdt = (Qe - Qs) / A
h_prox = h + dt * dhdt
print(n, t/60, h, Qs, h_prox)
h = h_prox
t = t + dt
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Linha principal do método

hp+1 =hn+ t

Comentario para a aula
O programa nao esta fazendo nada misterioso: ele apenas repete a férmula
de Euler varias vezes.




Possiveis decisoes de projeto
reduzir a vazao de entrada;
aumentar a capacidade da saida;

aumentar a altura ou volume da caixa;
instalar boia de controle;
instalar extravasor de seguranca.




Interpretacao

Uma caixa de 12000 L teria folga para que o nivel se estabilizasse antes do
transbordamento.




Resumo do processo completo

Definimos a geometria da caixa.
Escrevemos o balango de volume: entrada menos saida.
Relacionamos volume e altura: V. = Ah.

Construimos a EDO: p_
Qe k' h
dt A

Calculamos a altura de equilibrio.
Aplicamos Euler para simular o nivel no tempo.
Interpretamos o resultado como decisao de engenharia.
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Ideia central
A EDO permite transformar um problema fisico em um modelo matematico de
evolugao.

Neste exemplo

A EDO mostrou como o nivel da dgua muda com o tempo e permitiu estimar o
instante de transbordamento.

Calculo Numérico
0 método numérico ndo substitui a interpretacao fisica. Ele ajuda a quantificar
o0 comportamento previsto pelo modelo.




Exercicio: resfriamento de uma bebida

Uma bebida esta inicialmente a 80 C em uma sala a 25 C. O resfriamento é

modelado pela EDO:
dT
4t = 008(T  25)
com:
T(0) = 80

Use o método de Euler com h = 5 minutos para estimar T (20).
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Situagao
Uma bebida esta inicialmente a:

T(O)=80C

Ela é colocada em uma sala com
temperatura ambiente:

Ta=25C

Modelo
0 resfriamento é modelado por:

25)
Use Euler com:

h =5 min

Obijetivo
Estimar:



Sinal negativo
Como a bebida esta esfriando:

&
dt

Por isso aparece:

<0

0;08(T  25)

Ideia fisica
Quanto maior adiferencaT 25, mais
rdpido ocorre o resfriamento.




Atencao

A constante 0;08 estd em min .




Passo 1: de 0 para 5 min

To =80
f(to;To) = 0;08(80 25)
T(to;To) = 44

Ty =80+5( 4;4)

Passo 2: de 5 para 10 min

T, =58
f(ty;T1) = 0;08(58 25)
f(ty;T) = 2,64

T, =58+ 5( 2;64)




Passo 3: de 10 para 15 min

T, = 44;8
f(t;;T2) = 0;08(44;8 25)
f(t;T2) = 1,584

Ty = 44;8+5( 1;584)

T3 =36;88 C

Passo 4: de 15 para 20 min

T3 = 36,88

f(t3; T3) = 0;08(36;88  25)

f(t3;T3) = 0;9504

T4 = 36;88 + 5( 0;9504)




Resultado

T(20) 32;13°C




Resultado numérico
Pelo método de Euler, com passo de
5 minutos:

T(20) 32,13 C

Interpretagao
A bebida esfria rapidamente no inicio,
pois a diferenga T 25 é grande.

Por que o resfriamento diminui?
Conforme T se aproxima de 25 C, a
diferenca:

T 25

fica menor.
Assim, a taxa:

dT
g = 008(T 25)

também diminui em moddulo.
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