Calculo Numérico
Um guia pratico com Python
Prof. Dr. Rogério Vargas'

TCentro de Estudos do Mar
Universidade Federal do Parand

2026




Encontro 7: Zero
Funcgoes
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Objetivos

® Oqueé

® Funcgodes de 1°,2° e 3° grau.

® Métodos numéricos para
determinagao de zero fungdes

® Processo iterativo

® Grafico em Python
e Método de Bolzano
® Método da bissegao
® (Critério de parada

® Exemplo no Excel




Exemplo na EAS: Quanto tempo a agua leva para
se recuperar?

Quando uma industria langa residuos organicos em
um rio, esses residuos consomem o oxigénio
dissolvido na agua, prejudicando a vida aquatica.
Para avaliar esse impacto, os engenheiros usam uma
medida chamada Demanda Bioquimica de Oxigénio
(DBO).

Poluigao

Quantos diasleva paradgua %,
atingir uma DBO de 25 mg/L?

alipe

A DBO indica a quantidade de oxigénio necessaria
para decompor a matéria organica presente na agua.
Quanto maior a DBO, pior esta a qualidade da agua.
Com o tempo, a natureza "limpa" esse poluente, e a
DBO vai diminuindo até niveis aceitaveis.

Recuperagiao



Exemplo na EC: Calculo de Esforcos Internos em
Vigas

Imagine uma viga de concreto usada para sustentar o
teto de uma sala. Ela esta apoiada nas duas

extremidades. Agora, alguém coloca uma carga .
. . . Carga assimétrica SkN

pesada — como um ar-condicionado — mais perto de R

um dos lados da viga. e

Essa carga faz com que a viga se curve para baixo. o,

10m

Mas ela nao se curva igualmente em todos os pontos:
algumas partes estdo mais forgadas que outras. Em
algum lugar ao longo da viga, a estrutura esta no seu
ponto mais exigido.

Pergunta: Como saber exatamente onde esta esse
ponto critico?



Reflexao

O que esses problemas tém em comum?
Todos esses problemas envolvem encontrar um ponto onde algo se anula.

= Encontrar o valor de = tal que f(z) =0

E exatamente isso que chamamos de zero de uma fungéo.
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Zero Fungoes

O que é?
E ovalorde x tal que f(z) = 0, ou seja, o ponto onde o grafico intercepta o eixo
dbo

Funcoes de:
® Primeiro grau
® Segundo grau
® Terceiro grau
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Fungao de primeiro grau

As fungdes do tipo y = ax + bou f(z) = ax + b, onde a e b assumem valores
reais e a # 0 sao consideradas fung¢des do 1° grau.

" i)
fid)} fic)

i)

fix)

e A funcgao é crescente quando a > 0 €;
® Decrescente quando a < 0.
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Raiz de uma fungao de primeiro grau

Raiz é o valor de x que anula f(z). Para calcular a fungéo é necessario
igualar a equagéao a zero.

F() =y =0 f@) = az+b

f(raiz) =y =0 ar+b=0
ar — —
r=_b
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Raiz de uma fungao de segundo grau

Além disso, o valor do delta nos

Raiz é o valor de x que anula f(x). permite saber quantos zeros a fun
Para calcular a fungao é necessario quadratica possuira.
igualar a equagao a zero. Utilizando a ® A > 0: duas raizes reais distintas;
formula de Bhaskara é possivel ® A = (: uma Unica raiz real
encontras as raizes da funcdo 2’ e 2”. ® A < 0: ndo possui raiz real.
Yy
y=2a2-1
X
— y — _]_
(a) Parabola com concavidade para cima. (b) Parébola com concavidade para baixo.

Figure 1: Graficos de pardbolas com concavidade para cima e para baixo o/35




Exemplos

Pode-se observar os seguintes exemplos:

1. f(a;) —x—3 Zeros de Funcoes
8 O objetivo & resolver 2 equagdo fix) =0, ou seja,
2 . f (x) p— g - 4 encontrar os pantos onde o grafico da fungao cruza o
2ixn X

3. f(z) =2 — 52 +6 I\ /o
Yz \/z
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Exemplos

Porém, nem sempre conseguimos resolver analiticamente (ou de forma
simples) a raiz de uma funcao, por exemplo:

o fx)=a+222 —x+1
® sin(z) + e

® 2 +1In(x)

0S BUTIA DO BOLSO



Métodos numéricos para determinagao de zeros
de fungoes

A ideia central destes métodos é partir de uma aproximagao inicial para a
raiz e em seguida refinar essa aproximagao através de um processo iterativo.

1. Isolar cada zero que se deseja
determinar da fungé@o f em um
intervalo [a, b], sendo que cada
intervalo devera conter um e
somente um zero da fungao f.

2. Calcular a raiz aproximada
através de um processo iterativo
até a precisao desejada.




Processo iterativo

Iteragao
E o ato de iterar (repetir) uma fungdo por um determinado periodo de tempo
até que uma condigao seja alcangada.

® Ha uma ampla variedade de métodos numéricos que consistem em
processos iterativos. Esses processos sao definidos pela repeticao de
uma operacgao especifica.

® A esséncia desse tipo de procedimento é realizar um célculo especifico
repetidamente, de modo a obter, a cada iteragdao subsequente, um
resultado mais refinado em comparagao com o da iteraga@o anterior.

e E fundamental ressaltar que em cada iteragao, o resultado obtido na
iteragao anterior é utilizado como parametro de entrada para o calculo
subsequente.
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Processo iterativo

Ha varios aspectos comuns a todos 0s processos iterativos:

Estimativa inicial

Para iniciar um processo iterativo, é necessario possuir uma estimativa ini-
cial do resultado do problema. Esta estimativa pode ser adquirida de varias
maneiras, dependendo da natureza do problema.

Convergéncia
Para alcancar um resultado préximo do esperado, é crucial que a cada passo
ou iteracdo, nosso resultado se aproxime cada vez mais do valor desejado.

Critério de parada

N3o é vidvel continuar um processo numérico indefinidamente. E necessario
interrompé-lo em algum momento. Determinar quando parar as iteragoes de
um processo numeérico é chamado de critério de parada, o qual varia conforme
o problema em questéo e a precisao desejada para obter a solugao.
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Problema: Ajuste de temperatura

Uma estufa deve atingir a temperatura de 30°C para o cultivo ideal.

No entanto, a temperatura inicial é de 20°C.

0 sistema de controle realiza ajustes progressivos:

¢ A cada etapa, corrige metade da diferenga entre a temperatura atual e a
desejada

Pergunta:
® Como podemos modelar esse processo?

® Quantas iteragcdes sdo necessarias para atingir uma temperatura
suficientemente préxima de 30°C?

Considere uma tolerancia de erro de ¢ = 0,1
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Exemplo de processo iterativo em Python

Contexto: Ajuste de temperatura de uma estufa.
® Temperatura inicial: 20°C
® Temperatura desejada: 30°C
® A cada passo, corrigimos metade do erro

temperatura = 20

alvo = 30

epsilon = 0.1

iteracao = 0

while abs(alvo - temperatura) > epsilon:
erro = alvo - temperatura
print(f"Iteragdo {iteracao}: T = {temperatura:.4f}, erro = {erro:.4f}"
temperatura = temperatura + erro / 2
iteracao = iteracao + 1

print (f"Temperatura aproximada final: {temperatura:.4f}")




Elementos de um processo iterativo

Analisando o cédigo:
e Estimativa inicial:
T =20
® [teracao: Cada repeti¢cdo do while representa uma nova tentativa
¢ Uso do valor anterior:
erro

Tnovo = Tatual T

® Convergéncia: O erro diminui a cada iteragao
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Critério de parada

0 processo nao pode continuar indefinidamente.

Neste exemplo, utilizamos:
lalvo —T| < e

® ¢ ¢ atolerancia desejada
® Representa o erro aceitavel
® Quando o erro fica pequeno o suficiente, paramos

Interpretagao:
® Nao precisamos do valor exato
® Precisamos de um valor suficientemente préximo
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Atividade — Caixa d'agua e baldes

Uma caixa d'agua tem capacidade de 48 litros.

Um balde comporta 7,5 litros, mas, para evitar derramar, € usado apenas até
a marcacgao de 7 litros.

Pergunta: Quantos baldes sdo necessarios para encher a caixa d'agua?

Orientacoes:
® Comece com uma estimativa inicial (1 balde).
® Va repetindo o processo, balde por balde, até se aproximar de 48 litros.
® Registre cada tentativa na tabela fornecida.
® Depois, compare o resultado com a simulagao em Python.
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Tabela de preenchimento

Tentativa (n) | Volume acumulado (L) | Diferenca para 48 L
1

N OOl B WN
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Cédigo em Python

capacidade = 48

balde = 7 # usamos sd até a marcagdo de 7 L
agua = 0

tentativa = 0

while agua < capacidade:
tentativa = tentativa + 1
agua = tentativa * balde
print(f"Tentativa {tentativa}: {agual} L")

print (f"Foram necessarios {tentatival} baldes.")
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Do exemplo dos baldes para a ideia de raiz

Considere a fungao:

f(@) ey
1 €T f(w) =Txr —48
* f(6) =6
°* f(1)=1
—6 | Como ha troca de sinal entre 6 e 7,
existe uma raiz nesse intervalo.

Isso mostra que a quantidade exata
de baldes esta entre 6 e 7.



Processos iterativos

Ha diversos métodos para encontrar os zeros de uma fungéo:

Método da Bissegao;
Método do Ponto Fixo (MPF);
Método de Newton-Raphson;
Método da Secante;

Método de Muller;

Método de Brent.

A
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Fungao de terceiro grau

Fungdes de grau maior podem apresentar comportamento mais complexo e
possuir multiplas raizes reais.

Nem sempre é possivel encontrar suas raizes de forma simples ou analitica.

Grafico da fungao fijx)

BT e iy = w3 -9x 2 3
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Gerar grafico em Python

ipip install matplotlib
import numpy as np
imgort matplotlib.pyplot as plt

[T

# Definindo a funcdo fix)
def Flx):
return x#3 = Gkx + 3

[N ]

x_walues = np.arange(=5, 5, 8.1) # Criando v=m array de valores de x
y_values = f{x_values) # Calculando os valores de fix) para cada
# Plotando o grafico

plt.figureifigsize=(8, &)}

plt.plot{x_values, y_values, label='f(x) = x*3 - 9% + 3", color="b')
plt.axhline(d, color='gray', linestyle='--"} # Linha horizontal y=@
7 plt.axviinei®, color='gray', linestyle='—"} & Linha vertical x=@
8 plt.xlabel('x'})

9 plt.ylabel{ fix)*}

18 plr.title('Gréfico da funglo fix}')

11 plt.grid({True)

12 plt,legend{)

13 plt.show( )

[P NIy

oo
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Método de Bolzano

Teorema

Seja uma fungéo f(x) continua em um
intervalo [a, ], tal que, f(a) x f(b) <0,
entdo a fungao f(x) possui pelo menos
uma raiz real no intervalo [a, b].

"0 teorema assegura que se f troca de
sinal nos pontos a e b entdo f tem pelo
menos um zero entre estes pontos”.

Teorema de Bolzano
{explicagao simples)
Se uma fungho for continua e mudar de

sinal entre dois pontos, ela precisa cruzar
o zero em algum lugar entre eles.

Sal do alte da montenha
& fui até o vale...

Em abgurn momento, e

que passar pelo chao!

Stz

Esse ponto no *nivel do chao®
reprosonta a raiz da fungiio -
ol seja, o lugar onde flx)=0.



Antes de calcular...

i mudap€a de sinal
:
1) =-2

Considere a fungao:

flz)=a -z -2

-2
4

* (1)
* f(2)

Como:

f()-f(2) <0

ha troca de sinal no intervalo [1, 2].

Pelo Teorema de Bolzano, existe pelo

menos uma raiz real em [1, 2]. 27/35



Exemplo

Seja a fungéo f(z) = = x In(z) — 3,2.
Calcule o valor de f(z) para valores arbitrarios de x, como mostrado na

tabela abaixo:

z|1]2]3]4
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Exemplo

Seja a fungéo f(z) = = x In(z) — 3,2.
Calcule o valor de f(z) para valores arbitrarios de x, como mostrado na

tabela abaixo:

f(z)

|
-3,20

2
-1,81

0,10

4
2,36
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Exemplo

Seja a fungéo f(z) = = x In(z) — 3,2.
Calcule o valor de f(z) para valores arbitrarios de x, como mostrado na

tabela abaixo:

f(z)

|
-3,20

2
-1,81

3
0,10

4
2,36

Pelo teorema de Bolzano, concluimos que existe pelo menos uma raiz real no

intervalo [2, 3].

28/35




Ideia do Método da Bissegao

Objetivo é encontrar uma raiz real de uma fungao continua em um intervalo
[a,b], onde f(a)- f(b) <O.
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Ideia do Método da Bissegao

Objetivo é encontrar uma raiz real de uma fungao continua em um intervalo
[a,b], onde f(a) - f(b) < 0. O processo funciona assim:
® Dividimos o intervalo [a, b] a0 meio, obtendo dois subintervalos:

a+b a+bb
a’? 2 2 bl
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Ideia do Método da Bissegao

Objetivo é encontrar uma raiz real de uma fungao continua em um intervalo
[a,b], onde f(a) - f(b) < 0. O processo funciona assim:
® Dividimos o intervalo [a, b] a0 meio, obtendo dois subintervalos:

a+b a+bb
a? 2 2 bl

® Aplicamos o Teorema de Bolzano para verificar em qual dos dois
subintervalos ocorre a troca de sinal.
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Ideia do Método da Bissegao

Objetivo é encontrar uma raiz real de uma fungao continua em um intervalo
[a,b], onde f(a) - f(b) < 0. O processo funciona assim:
® Dividimos o intervalo [a, b] a0 meio, obtendo dois subintervalos:

a+b a+bb
a
) 2 2 )
® Aplicamos o Teorema de Bolzano para verificar em qual dos dois
subintervalos ocorre a troca de sinal.

® (O subintervalo onde ocorre a troca de sinal passa a ser o novo intervalo
de analise.
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Ideia do Método da Bissegao

Objetivo é encontrar uma raiz real de uma fungao continua em um intervalo
[a,b], onde f(a) - f(b) < 0. O processo funciona assim:
® Dividimos o intervalo [a, b] a0 meio, obtendo dois subintervalos:

[ a—+ b] [a +0b ]
a, ,b
2 2

® Aplicamos o Teorema de Bolzano para verificar em qual dos dois
subintervalos ocorre a troca de sinal.

® (O subintervalo onde ocorre a troca de sinal passa a ser o novo intervalo
de analise.

® Repetimos o processo até que o comprimento do intervalo seja menor
que uma tolerancia predefinida (precisao).
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Ideia do Método da Bissegao

Objetivo é encontrar uma raiz real de uma fungao continua em um intervalo
[a,b], onde f(a) - f(b) < 0. O processo funciona assim:
® Dividimos o intervalo [a, b] a0 meio, obtendo dois subintervalos:

[ a—+ b] [a +0b ]
a, ,b
2 2

® Aplicamos o Teorema de Bolzano para verificar em qual dos dois
subintervalos ocorre a troca de sinal.

® (O subintervalo onde ocorre a troca de sinal passa a ser o novo intervalo
de analise.

® Repetimos o processo até que o comprimento do intervalo seja menor
que uma tolerancia predefinida (precisao).

A cada passo, a raiz da fungao é aproximada pelo ponto médio do

subintervalo corrente. 29/35




Método da bissecao: Critério de parada

® O critério de parada é baseado na tolerancia desejada ¢.

® O processo iterativo pode ser interrompido quando o intervalo de busca
for suficientemente pequeno:

b—a| <e

® Ou quando o valor da fungédo no ponto médio estiver suficientemente
proximo de zero:

[f(e) <e

® Em ambos os casos, considera-se que a raiz foi encontrada com a
precisao desejada.
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Exercicio — Método da Bissecao

Considere a funcgao:

flz)=a23—92+3

Queremos encontrar uma raiz real dessa fung¢éo no intervalo [0, 1], aplicando
o método da bissegao.

Use os seguintes critérios de parada:
e Numero maximo de iteragoes: 5
e OU erro absoluto (tamanho do intervalo): e < 0,05

Solicitado:
1. Aplique o método da bissegao para encontrar uma aproximagao da raiz.
2. Preencha a tabela com os valores de a, b, ¢, f(a), f(b), f(c),ec =1|b— al.

3. Identifique o intervalo final que contém a raiz. 31/35




Resumo do Método da Bissec¢ao

—

. Escolhaaeb, com f(a)- f(b) <0
b
. Calcule ¢ = 7@42-
. Defina a tolerancia ¢
. Enquanto |b — a| > ¢, facga:
o Se f(a) - f(c) <0, entéo:
B Hh+oc
o Caso contrario:
B g+c

AW N

b
o Recalcule ¢ = %

5. Ao final, ¢ é a raiz aproximada
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Encontro 8: Zero
Funcgoes + Aplicagoes
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Aplicacoes

O objetivo desta aula é
resolver problemas praticos
com programacao.
1. Abra a pagina rogerio.in;
2. Va na componente
Calculo Numérico;

3. Siga as instru¢des do
professor.
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rogerio.in

Importante!

Este material é exclusivo de uso do autor. Proibido copiar ou replicar.
rogeriovargas@ufpr.br

EELIad
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