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Encontro 17: Sistemas
Lineares
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Objetivos

Relembrar métodos iterativos
Aplicar o critério de parada

Entender o método de
Gauss-Seidel

Comparar Gauss-Jacobi e
Gauss-Seidel




Relembrando: métodos iterativos

Na aula anterior, vimos que os métodos iterativos comegam com uma
aproximagcao inicial.

Por exemplo:

2% =(0,0,0)

Depois calculamos novas aproximacgaoes:

Ideia central
A cada iteragdo, esperamos que a aproximacao fiqgue mais préxima da solugédo
do sistema.
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Critério de parada

Para saber quando parar, comparamos a nova aproximagao com a
aproximagao anterior.

Erro relativo aproximado

max |x§k+l) — ZEEk)|

k)+1)‘

€= (
max |x;

e Se ¢ for grande, continuamos iterando.
® Se ¢ for pequeno, paramos.
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Critério de parada

Nesta aula, vamos usar novamente:

e<0,1

Interpretagao
Quando a mudanca relativa entre duas aproximagdes consecutivas for menor
que 0, 1, consideraremos que o método convergiu.

Ou seja:

+1) (k)|

B4,

(k
max |z, <0.1

max |a:z(
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Gauss-Jacobi: lembrando a ideia

No método de Gauss-Jacobi, todas as novas incognitas sao calculadas
usando apenas os valores da iteragao anterior.

Ou seja, para calcular:
24D

usamos somente os valores de:

k)

Caracteristica do Jacobi
Durante uma iteragao, os valores novos s6 sao usados na proximas iteragao.
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Gauss-Seidel: ideia principal
0 método de Gauss-Seidel é parecido com o método de Gauss-Jacobi.

A diferencga esta na forma como os valores sao atualizados.

Ideia do Gauss-Seidel
Assim que uma nova incégnita é calculada, ela ja é usada no calculo das
préximas incégnitas da mesma iteragao.

Isso pode fazer o método convergir mais rapidamente em muitos casos.
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Comparacgao entre Jacobi e Seidel

Gauss-Jacobi
Calcula todos os novos valores usando
apenas a iteragdo anterior.

2D g (k)
2D g k)

xng) — g

Gauss-Seidel
Usa imediatamente os valores recém-
calculados.

2D g (k)

x§k+l) “ x§k+l)

x§k+1) - {EEIH_I), xék+1)
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Gauss-Seidel: formula geral

Para um sistema linear:

Ax =0

a féormula geral do método de Gauss-Seidel é:

Gauss-Seidel

1—1 n
k1) _ 1 [ (k1) (R
z; = aT‘i (bl—;a”mj — Z aijT;

j=it+1

(k+

1 .. .
® (Ostermos T; ) representam valores novos, ja atualizados.

® Ostermos :r;k) representam valores antigos, da iteragé@o anterior.
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Gauss-Seidel: interpretacao da formula

A férmula pode parecer grande, mas a ideia é simples.

Em cada equacgao:

1.

a b~ WD

isolamos uma incognita;

calculamos z1;

usamos o novo x; para calcular zo;
usamos 0S Novos x € xo para calcular z3;
repetimos até atingir o critério de parada.

Resumo
No Gauss-Seidel, os valores sdo atualizados imediatamente.
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Exemplo: sistema linear

Considere o sistema:
1021 + 222 +x3 =7
x1 + dxg +x3=—8
21+ 32 +10x3 =6
Vamos usar:
2 = (0,0,0)

e o critério de parada:

e<0,1
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Exemplo: isolando as variaveis

Isolando cada variavel, temos:

_7*2332*273

S TY
o — —8—%1—563
2 5
6—21‘1—3%‘2
r3 = ——"7—
10

Atencgao
No Gauss-Seidel, cada novo valor calculado ja sera usado na mesma iteragao.
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Gauss-Seidel: primeira iteragao

Usando:
29 =(0,0,0)
Primeiro calculamos x§1>:
1) _7=2(0)-0 _
Ty = 10 =0,7

Agora usamos esse novo valor para

calcular z$":

—8-0,7-0

1
N

—1,74

(1)

Agora usamos z{") e z{":

exy

Z'(l) _ 6 — 2(07 7) — 3(_17 74)
3 10
1 9,82
— =0,982
v 0
Portanto:

=M = (0,7; —1,74; 0,982)
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Gauss-Seidel: segunda iteragao

Agora usamos:

=M =(0,7;

(2 T—2(—1,74) — 0,982

! 10
o) _ 9,498
2 = == = 0,9498
(2 —8—0,9498 — 0,982
372 = 5

2$? = —1,98636

—1,74; 0,982)

@) _ 6 — 2(0,9498) — 3(—1,98636)
3 10
L@ _ 10, 05948
3710
2 =1,005948
Portanto:

232 = (0.9498: —1.98636: 1.005948



Gauss-Seidel: erro da segunda iteragao

Temos:
M = (0,7; —1,74; 0,982)
=@ = (0,9498; —1,98636; 1,005948)
Diferencgas: Maior valor da nova aproximacgao:
10,9498 — 0, 7| = 0, 2498 )
max |z\¥| = max(0,9498; 1,98636; 1,0059
| —1,98636 + 1,74] = 0, 24636
max |z\?| = 1,98636
|1,005948 — 0, 982| = 0, 023948 Assim:
Maior diferenca: 0, 2498
6 =

1 ORA2AA



Gauss-Seidel: decisao de parada

Na segunda iteragao, encontramos:

e~ 0,126
O critério definido foi:
e<0,1
Como:
0,126 > 0,1

Conclusao
Ainda ndo podemos parar. Precisamos fazer mais uma iteracéo.

Vamos calcular a terceira iteragao.
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Gauss-Seidel: terceira iteracao

Usando:

2 = (0,9498; —1,98636; 1,005948)

6 — 2(0,9966772) — 3(—2, 000525

3 7—2(—1,98636) — 1,005948 3)
Ty = xg =
10 10
2% = 0,9966772 2 = 1,00082207
Portanto:
L _ —8—0,9966772 — 1,005948
g 5 +®) = (0,9966772; —2,00052504; 1,0008220

2$¥ = —2,00052504 17/35



Gauss-Seidel: erro da terceira iteragao

Temos: Maior diferenga:

max |z1% — 2% = 0,0468772
@ = (0,9498; —1,98636; 1,005948) _ L
Maior valor da nova aproximacgao:

max |z\¥| = 2,00052504

3 = (0,9966772; —2,00052504; 1,00082207) Assim:
sSsim:

Diferencgas: 0,0468772

€ 2,00052504

|0,9966772 — 0,9498| = 0, 0468772 e~ 0,023

0,023 < 0,1

| — 2,00052504 + 1,98636| = 0,01416504 18/35




Gauss-Seidel: conclusao do exemplo

Como:

e~ 0,023 <0,1

o0 método atingiu o critério de parada.

Resultado aproximado Numero de iteragoes
0 método convergiu em:
x ~ 0,997
3 iteragoes
2 ~ —2,001 Critério usado
r3 ~ 1,001 e<0,1
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Comparacgao: Jacobi e Seidel no exemplo

Para o sistema:

1021 + 229 a3 =7
x1 + 5x9 +r3 = -8
2.’E1 + 3152 +105L’3 =6

usando:
@ =(0,0,00 e<0,1
Gauss-Jacobi Gauss-Seidel
3 iteracOes 3 iteragdes
x = (0,978; —1,98; 0,966) x ~ (0,997; —2,001; 1,001)
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Observagao importante

Neste exemplo, os dois métodos atingiram o critério de parada em 3
iteracoes.

Mesmo assim, o método de Gauss-Seidel chegou mais perto da solugéo
exata:

z=(1, =2, 1)

Interpretacao
Isso aconteceu porque o Gauss-Seidel usa os valores mais recentes dentro da
propria iteragao.
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Forma matricial do Gauss-Seidel

O sistema linear pode ser escrito como:

Ax =10

Decompomos a matriz A em:

A=D+L+U

onde:
® D é a matriz diagonal;
® [ é aparte inferior da matriz;
® [J é a parte superior da matriz.
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Forma matricial do Gauss-Seidel

No método de Gauss-Seidel, usamos:

Gauss-Seidel

2" = (D 4 L) <b - U:c(k)>

Observacgao
Essa férmula representa, de forma compacta, a atualizacdo sequencial das

incégnitas.
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Algoritmo do Gauss-Seidel

Escolher uma aproximacao inicial z(©).
Isolar cada variavel do sistema.

Calcular z{*V.

Usar o novo z\*™ para calcular z{*™").
Usar os valores novos disponiveis para calcular as préximas incégnitas.
Calcular o erro.

Se o erro for menor que a tolerancia, parar.

© No gk WD

Caso contrario, repetir o processo.
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Exercicio

Resolva o sistema linear pelo método de Gauss-Seidel.

Sistema linear Use:

—3x1+z2+23=2 CL‘(O) = (0,070)
T, +breo+23=">5

Critério de parada:
x1 + 3x0 + Txg = —17

e<0,1

Objetivo
Determine a aproximagdo final e o
numero de iteragoes.
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Exercicio: isolando as variaveis

Isole cada varidvel do sistema:

—31’1+£L’2+£E3:2
2—$2—ZL‘3

$1:T

LL‘1+53’J2+ZL’3:5

5—1‘1—.’1)3

Ty = 5

xr1 + 3(E2 + 7.%3 =17

—17 — xr1 — 3.772

T3 = 7

Lembrete
No Gauss-Seidel, o valor novo ja é usado
imediatamente.
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Exercicio: primeira iteragao

Usando:
29 =(0,0,0)
00 Agora usamos z{") e z{":
M = g = —0.6667
—17—(—0,6667) — 3(1,1333
Agora usamos z\": 2§ = ( 7 )= 8 )
@ 5—(=0,6667) — 0
wy = 5 2 = —2,8190
(1) Portanto:
2§ =1,1333

M = (—0,6667; 1,1333; —2,8190)



Exercicio: segunda iteragcao

Usando:
M = (—=0,6667; 1,1333; —2,8190)
@ 2—1,1333 — (—2,8190)
= 3 2 —17—(—1,2286) — 3(1,8095)
iL‘3 = 7
2P = —1,2286
2 = —3,0286
@ 5 (—1,2286) — (—2,8190) Portanto:
Ty =
5

2 = (—1,2286; 1,8095; —3,0286)
2 = 1,8095



Exercicio: erro da segunda iteragao

Temos:

(M = (—0,6667; 1,1333; —2,8190)

2? = (—1,2286; 1,8095; —3,0286)

Diferencgas:

| — 1,2286 + 0,6667| = 0,5619
11,8095 — 1,1333| = 0, 6762

| — 32 0286 4= 2 K190 = 0 2006

Maior diferencga:

max = 0,6762

Maior valor da nova aproximacgao:
max |z\?| = 3,0286
Assim:

10,6762
© 73,0286

£~ 0,223

0,223 > 0,1

29/35



Exercicio: terceira iteragcao

Usando:

2? = (—1,2286; 1,8095; —3,0286)

3 2—1,8095 — (—3,0286)
.’Bl =

-3 3) _ —17—(=1,0730) — 3(1,8203)
iL'3 =
7
23 = ~1,0730
2§ = —3,0554
3 _ 5—(=1,0730) — (—3,0286) Portanto:
SC2 =
5

23 = (=1,0730; 1,8203; —3,0554)
=) =1,8203



Exercicio: erro da terceira iteragao

Temos:

3@ = (—1,2286; 1,8095; —3,0286)

2@ = (—1,0730; 1,8203; —3,0554)

Diferencgas:

| — 1,0730 + 1, 2286| = 0, 1556
11,8203 — 1,8095| = 0,0108

| — 32 0554 4= 3 02861 = 0 026K

Maior diferencga:

max = 0, 1556

Maior valor da nova aproximacgao:
max [2\¥)| = 3,0554
Assim:

10,1556
© 73,0554

e~ 0,051

0,051 < 0,1
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Exercicio: resultado esperado

Como:

£~ 0,051 < 0,1

o0 método atingiu o critério de parada.

Aproximagao obtida Numero de iteragoes
0 método convergiu em:
z1 ~ —1,073
3 iteragoes
z2 ~ 1,820 Critério usado
z3 ~ —3,055 e<0,1
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Comparagao final

Para o sistema do exercicio:

—3r1+ 2o+ 23 =2
1+ 5r9 +2x3=2>5
I +3(E2+7(E3 =17

usando z(®) = (0,0,0) e < 0,1:

Gauss-Jacobi Gauss-Seidel
3 iteracoes 3 iteragdes
x = (—1,048; 1,781; —2,959) x =~ (—1,073; 1,820; —3,055)

33/35




Resumo da aula

® Gauss-Seidel € um método iterativo para resolver sistemas lineares.
® Ele é parecido com Gauss-Jacobi.

e A diferenga é que Gauss-Seidel usa imediatamente os valores novos.
® O critério de parada compara duas aproximagdes consecutivas.

® Em muitos casos, Gauss-Seidel converge mais rapidamente ou se
aproxima mais da solugao.

Ideia principal
No Gauss-Seidel, calculou um valor novo, ja usa esse valor no préximo calculo.

34/35




Importante!

Este material é exclusivo de uso do autor. Proibido copiar ou replicar.
rogeriovargas@ufpr.br

35/35



Calculo Numérico
Um guia pratico com Python
Prof. Dr. Rogério Vargas'

Centro de Estudos do Mar
Universidade Federal do Parand

2026




	Sistemas Lineares
	Créditos

